
١ فصل
ارز تک توابع ی رده

بحث با و رفته بشمار آنالیز مهم های شاخه از سده، دو از بیش قدمتͬ با مختلط توابع نظریه
از رود. مͬ بشمار آنالیز قضایای و مباحث از بسیاری ال·وی آنها، کنش و صفحه نقاط روی
گردد، مͬ بر بیستم قرن ابتدای به ارز تک توابع روی بحث نظریه، این پیرامون تاریخͬ نظر
بیان را مقدار تک تابع یا ارز تک تابع تعاریف و مبانͬ آنالیز، داران طلایه که بود هنگامͬ آن و
این در ها پیشرفت از بسیاری سرمایه ساله هفتاد عمری با بیبرباخ حدس بین این در و نموده
راه است، تحلیلͬ توابع نظریه از منشعب خود که همساز توابع نظریه آن از پس و بوده مبحث

گشودند. میان این در را خود
دانشمندانͬ توجه مورد مخصوصا که هندسͬ دیدی با اولیه ش΄ل گیری طͬ مختلط توابع نظریه
بیان داشت. قرار تفحص و بحث مورد داشتند، علوم سایر با ریاضͬ پیوند به تمایل که بود
دانهای هندسه‐دیفرانسیل توسط هندسͬ های ایده ب΄ارگیری با مختلط صفحه های ویژگͬ
این به فیزی΄دانها مخصوصا ریاضͬ غیر دانشمندان بیشتر انگیزش باعث بیستم، قرن اول نیمه

است. شده منتقل امروز به کندتر آهنگͬ با مختلط ی صفحه از نگرشͬ چنین و بوده سمت
نظریه این طرفداران نوشتجات از بسیاری ی دستمایه نیز اکنون هم ارز تک توابع مبحث
و بوده بحث مورد مختلف های رده زیر در همچنان بیبرباخ، حدس تحقق وجود با و است
که است واض دهند. مͬ قرار بررسͬ و تحقیق مورد نیز را ها زیررده این بین تعامل گه·اه
و چندارزی توابع به توان مͬ را واحد قرص روی ارز تک توابع های رده زیر خواص از بسیاری
توابع در بررسͬ مورد های یافته لحاظ، این از و داد گسترش چندگانه همبند های دامنه نیز

١



ارز تک توابع ی رده ٢
شد. خواهند ارزشمندتر ارز تک

و کرده بازگو ارز تک توابع ی رده در را نیازمان مورد و شده شناخته تعاریف ابتدا در ما
گذراند. خواهیم نظر مقابل از را بود خواهد کارمان سرلوحه کار ادامه در که لازم خواص

S رده ی ١ . ١
آن مرز و باز١ یکه قرص D = {z ∈ C : |z| < ١} مختلط، صفحه از عبارتست C متن این در
نامیده دامنه که را همبند باز مجموعه هر شود. مͬ داده نمایش T = {z ∈ C : |z| = ١} با که
بر شده تعریف لیلی٢ توابع تمام مجموعه نمایش H(Ω) و کرده مشخص Ω یا D با شود مͬ

تابع است. Ω دامنه f : D ⊂ C → C

f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y)

بعنͬ کنند صدق ان٣ ر کوشی معادلات در v و u و بوده پیوسته f اگر است تحلیلͬ D روی
u = Re f حقیقͬ توابع اگر f ∈ C١(D) که است آن با معادل مطلب این .uy = −vx و ux = vy

باشند. D روی پیوسته اول مرتبه جزئͬ مشتقات دارای y و x حقیقͬ متغیرهای از v = Imf و
همدیس نگاشتهای نشود. صفر هرگز آن مشتق اگر گوئیم دیس۴ را تحلیلͬ نگاشت ی
بهمان را منحنͬ دو بین زاویه دهند، مͬ انتقال دامنه از را منحنͬ دو ͽتقاط ی نقطه که وقتͬ
اینرو از کنند، مͬ حفظ صورت همان به نیز را آن مثلثاتͬ جهت و داده انتقال برد به اندازه
مͬ تضمین دامنه دو بین را همدیسͬ نگاشتهای چنین وجود زیر قضیه جهتند. و زاویه حافظ

کند.
باشد مختلط صفحه از سره زیرمجموعه G گیرم ([٧٧] ان۵ ر نگاشت قضیه ) .١ . ١ . ١ قضیه
که دارد وجود ϕ : G → D ی΄تای ارز٧ تک نگاشت سپس .z٠ ∈ G و است ساده۶ بند که

.ϕ′(z٠) > ٠ و ϕ(z٠) = ٠
که کنیم ذکر باید شود. مͬ نامیده ان٨ ر نگاشت است صادق قضیه در که نگاشتͬ چنین
موارد این غیر در م·ر بوده ی به ی و تحلیلͬ توابعͬ نوشتار، این در ارز تک توابع از منظور
ساده همبند دامنه دو هر بین ارز تک نگاشتͬ وجود ریمان نگاشت قضیه پس شود. تصریح

١Open Unit Disk
٢Analytic (Holomorphic) functions
٣Cauchy-Riemann equations
۴Conformal
۵Riemann Mapping Theorem
۶Simply-Connected
٧Univalent, Schlicht, One-to-one
٨Riemann map



٣ S رده ی
همدیس نتیجه در و بوده ناصفر مشتق دارای ارزی تک نگاشتهای چنین کند. مͬ تضمین را
G ̸= C گیریم کرد. منتقل D به دامنه هر از را ارز تک توابع بحث توان مͬ این بر علاوه اند.
f := Foϕ−١ : D → C تابع با را F : G → C تابع توان مͬ پس باشد. ساده همبند ای دامنه
تک تحلیلͬ توابع ی مطالعه در بنابراین نمود. جای·زین است، ریمان نگاشت ϕ : G → D که

کنیم. مͬ معطوف D روی نگاشتهای به را خود توجه ارز،
ش΄ل به توابعͬ ی رده٩ A گیریم

f(z) = z +
∞∑

n=٢
anz

n (١ . ١)

ند. ارز تک D روی که است f ∈ A توابع ی رده S بعلاوه اند. تحلیلͬ D روی که باشد
انبساط١٢، چرخش١١، سازی١٠، مزدوج تحت که است توابع از فشرده خانواده ای S ی رده
S رده در توابعͬ چنین از مثال ی شود. مͬ حفظ [٣١] برد١۶ انتقال و قرص١۴١٣ خودر

کوبه١٧ تابع

k٠(z) = z

(١ − z)٢ =

∞∑
n=١

nzn = z + ٢z٢ + ٣z٣ + · · · (١ . ٢)

−∞ تا − ١
۴ از منفͬ حقیقͬ محور از قسمتͬ منهای صفحه تمام به را D قرص تابع این است.

کند. مͬ بازی S ی رده برای را ال١٨ کس ا نگاشت نقش تابع این .(١ . ١ (ش΄ل نگارد مͬ
:[٣١] کند مͬ بیان چنین کوبه١٩ ی‐چهارم قضیه

است. ١
۴ شعاع به قرصͬ شامل f ∈ S ارز تک تابع هر تحت D تصویر .١ . ١ . ٢ قضیه

تابع هر بسط در a٢ دوم ضریب داد مͬ نشان که کرد ثابت ای قضیه بیباخ٢٠ ١٩١۶ در
مͬ f ∈ S ارز تک تابع هر برای که زد حدس و |a٢| ⩽ ٢ یعنͬ باشد ٢ حداکثر بایست مͬ f ∈ S

٩Class
١٠Conjugation
١١Rotation
١٢Dilation
١٣Disc Automorphism

که است Λf : D → C تابع قرص خودریختͬ ،f ∈ A ارز تک موضعا تحلیلͬ تابع برای ١۴

Λf (z) =
f(

z + z٠١ + zz٠ )− f(z٠)
(١ − |z٢|٠)f ′(z٠)

.Λf (z) ∈ F باشیم داشته f ∈ F هر برای اگر خطی١۵ پایای F خانواده .z٠ ∈ D برای
١۶Range Transformation
١٧Paul Koebe (1882-1945)
١٨Extremal
١٩Koebe
٢٠Bieberbach



ارز تک توابع ی رده ۴

کوبه. تابع تحت D تصویر :١ . ١ ش΄ل
مطالعات مبنای حدس این بیستم قرن طͬ باشد. برقرار nی ⩾ ٢ هر برای |an| ⩽ n بایست
بحث همچنین نمود. آش΄ار را رده این از بسیاری خواص و شد ارز تک توابع ی رده در زیادی
چنین نخست، ضرایب کران و یافت ادامه همچنان بیباخ حدس اثبات و ضرایب کران سر بر

آمد: بدست
.[١٢] بیباخ |a٢| ⩽ ٢ ١٩١۶
.[۵۶] لاونر٢١ |a٣| ⩽ ٣ ١٩٢٣

.[٣٨] شیفر٢٣ و قارابادیان٢٢ |a۴| ⩽ ۴ ١٩۵۵
.[٧۴] شیفر٢۵ و پسون٢۴ |a۵| ⩽ ۵ ١٩٧٢

.١٩٧٢ در [٧٢] اوزاوا٢٧ مستقلا و [٧٣] پسون٢۶ |a۶| ⩽ ۶ ١٩۶٨
|an| < کرد ثابت که [۴۵] بود هوروویتس٢٨ آن از ͽموق آن تا شده شناخته نتیجه بهترین

رسید: اثبات به دوبرانژ٢٩ توسط بیباخ حدس ١٩٨۵ در بالاخره . ١٫٠۶۵٧n
مͬ صدق n هر برای |an| ⩽ n رابطه در ضرایب ،f ∈ S هر برای ([٢۶] (دوبرانژ .١ . ١ . ٣ قضیه

کنند.
که کرد ثابت را ل·اریتمͬ ضرایب روی ٣٠میل حدس دوبرانژ، مقصود این به نیل برای
روگوسینسکی٣٢ حدس اش نتیجه نیز آن و دهد مͬ نتیجه را فرد ارز تک توابع روی روبرتسون٣١ حدس

ص١٩٧). ،[٣١] (ر.ک. دهد مͬ نتیجه را بیباخ حدس هم آن که است مطیع٣٣ توابع روی
که (١ . ١) ش΄ل به ارز تک تابع ی از γn ل·اریتمͬ ضرایب که آنست بیانگر میل حدس

بصورت
log
(f(z)

z

)
= ٢

∞∑
n=١

γnz
n (١ . ٣)

٢٨Horowitz
٢٩Louis de Branges
٣٠Milin conjecture (1971)
٣١Robertson conjecture (1936)
٣٢Rogosinski conjecture (1943)
٣٣Subordinate Functions



۵ تابعیت
نابرابری در شود مͬ تعریف

n∑
m=١

m∑
k=١

(
k|γk|٢ − ١

k

)
⩽ ٠ , n = ١,٢, · · · (۴ . ١)

میل حدس در و بوده γn =
١
n

کوبه تابع ل·اریتمͬ ضرایب که است واض کنند. مͬ صدق
h(z) = z+c٣z٣+ نظیر فرد ارز تک تابع هر ضرایب که گوید مͬ نیز روبرتسون حدس صادقند.

نابرابری در c۵z۵ + · · ·

١ + |c٢|٣ + · · ·+ |c٢n−٢|١ ⩽ n

آمد. خواهد ١ . ٢ . ١ لم در روگوسینسکی حدس .[۵] کنند مͬ صدق

تابعیت ١ . ٢
روی ω تحلیلͬ تابع اگر f(z) ≺ g(z) یا f ≺ g نویسیم مͬ و است g تابع مطیع٣۴ f تابع گوئیم
g که هنگامͬ .z ∈ D برای f(z) = g(ω(z)) و |ω(z)| < ١ ،ω(٠) = ٠ که باشد موجود چنان D

.f(D) ⊂ g(D) و f(٠) = g(٠) اگر است g تابع مطیع f باشد، ارز تک

بازای و بوده تحلیلͬ D روی g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n اگر ([٣١] روگوسینسکی (حدس .١ . ٢ . ١ لم
.n = ١,٢, · · · که |bn| ⩽ n آنگاه g ≺ f fی، ∈ S

ثابت توان مͬ شناسند. مͬ بیباخ حدس تعمیم بعنوان را روگوسینسکی حدس معمولا
.f = g سپس g ≺ f و f, g ∈ S اگر که کرد

ستاره گون توابع ١ . ٣
هندسͬ، نظر از باشد. ستاره گون مبداء به نسبت بردش اگر نامیم ستاره گون٣۵ را f(z) تابع
برد در خط پاره تمام چنانکه نمود وصل مبداء به خطͬ پاره با توان مͬ را f(z) برد از نقطه هر

یعنͬ است θ از غیرنزولͬ تابعͬ arg{f(eiθ)} بعبارتͬ .[٧٧] شود ͽواق
∂

∂θ
arg{f(eiθ)} ⩾ ٠

فقط و اگر f(z) ∈ S∗ بعلاوه دهیم. مͬ نشان S∗ با را S در ستاره گون توابع تمام ی زیررده
خاصیت با تابعͬ همچنین .z f ′(z)

f(z)
≺ ١ + z

١ − z
اگر فقط و اگر نیز این و Re

{
z
f ′(z)

f(z)

}
> ٠ اگر

٣۴Subordinate
٣۵Starlike



ارز تک توابع ی رده ۶
که دهد مͬ نشان موضوع این شد. خواهد ارز تک D روی Re

{
z
f ′(z)

f(z)

}
> ٠

f ′(z)

f(z)
≺ ١ + z

z(١ − z)
=

١
z
+

٢
١ − z

برای را اکستریمال نقش k٠(z) =
z

(١ − z)٢ نگاشت نتیجه در و log f(z) ≺ log
z

(١ − z)٢ یا
است. برقرار nی ⩾ ٢ هر برای |an| ⩽ n بنابراین و کند، مͬ بازی S∗ رده ی

پس G(z) = f(z)g(z) اگر زیرا ستاره گون است تابعͬ ستاره گون تابع دو حاصلضرب بوضوح
و z ∈ D برای zG′(z)

G(z)
= z

f ′(z)

f(z)
+ z

g′(z)

g(z)
مشتقگیری با که logG(z) = log f(z) + log g(z)

شود. مͬ حاصل نتیجه
تک و تحلیلͬ D در f اگر یعنͬ است همدیس نگاشتهای برای ارثͬ خاصیتͬ ستاره گونͬ
هر تصویر آنگاه بنگارد، مبداء) به (نسبت ستاره گون ای ناحیه به را D و بوده f(٠) = ٠ با ارز

بود. خواهد ستاره گون مبداء به نسبت نیز |z| < r < ١ زیرقرص
احتمالاتͬ اندازه ی سپس باشد، ستاره گون D روی f(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n کنید فرض

چنانکه شود مͬ تعریف T ی΄ه دایره بورل های زیرمجموعه روی که هست µ ی΄تای
F (z) = z

f ′(z)

f(z)
=

∫ ١ + γz

١ − γz
dµ(γ) , z ∈ D

که دهد مͬ نتیجه این
F (z) = ١ + ٢

∞∑
n=١

zn
∫
γndµ(γ)

یابیم مͬ cn = ٢
∫
γndµ(γ) دنباله تعریف با اکنون

F (z) = ١ +

∞∑
n=١

cnz
n

و
f(z) = z exp

 ∞∑
n=١

١
n
cnz

n


n = ١,٢,٣, · · · که مرتبطند هم با (n+ ١)an =

∑n
k=١ akcn−k ی رابطه با cn و an های دنباله

.a١ = ١ و
آنگاه γ > ٠ بوده ستاره گون f(z) اگر ([١١] (بازیلویچ .١ . ٣ . ١ f(z))لم

z

)γ
≺ |f ′(٠)|γ

(١ − z)٢γ

نمود: معرفͬ را S از ای زیررده (١٩٣۶) روبرتسون٣۶
٣۶Robertson



٧ ستاره گون توابع
اگر شود مͬ نامیده α مرتبه از ستاره گون f(z) تحلیلͬ تابع ([٨۵] (روبرتسون .١ . ٣ . ١ تعریف

Re

{
z
f ′(z)

f(z)

}
> α (۵ . ١)

نمایانند. مͬ S∗(α) با را توابعͬ چنین مجموعه و ٠ ⩽ α < ١ که z ∈ D برای
در لزوما α < ٠ بازای ۵ . ١ زیرا شود مͬ ٠ ⩽ α < ١ به محدود α پارامتر مقدار تعریف این در
ستاره گون توابع حاصلضرب (١٩۶١) اسکات٣٨ و روبرتسون مارکز٣٧، بود. نخواهد ارز تک D

کردند: سازی مشخصه زیر ش΄ل به را مثبت عددی مرتبه از
١−dn ⩾ ٠ مرتبه از حداقل ستاره گونͬ توابع n = ١,٢, · · · , N برای fn(z) گیریم [۵٩] .١ . ٣ . ٢ لم

حاصلضرب آنگاه .sN = ١ −
∑N

n=١ dn ⩾ ٠ کنید فرض و dn ⩾ ٠ که باشند
FN (z) = z

N∏
n=١

fn(z)

z
(۶ . ١)

است. sN مرتبه از حداقل ستاره گون تابعͬ
بازای باشدآنگاه F ′(٠) = ١ شرط به F (z) = z

(f(z)
z

)α و f(z) ∈ S کنید فرض [۵٩] .١ . ٣ . ٣ لم
مرتبه از حداقل ستاره گون f(z) اگر فقط و اگر است ستاره گون و ارز تک D در F (z) ،α ⩾ ١

باشد. ١ − ١
α

شرطͬ زیر لم رساند. مͬ f(z) = z
(F (z)

z

) ١
α مشابه نتیجه به را ما ٠ ⩽ α < ١ بازای لم این

کند: مͬ ارائه ضرایب برحسب ستاره گونͬ برای را کافͬ
اگر ،(٠ ⩽ α < ١) است α حداقل مرتبه از ستاره گون f ∈ A تابع [٩٧ ،۵٩] .۴ . ١ . ٣ لم

∞∑
n=٢

n− α

١ − α
|an| ⩽ ١ (١ . ٧)

ستاره گون برای لازم شرط (١ . ٧) سپس باشد an ⩽ ٠ nی هر برای که صورتͬ در همچنین
بود. خواهد هم α حداقل مرتبه از f(z) بودن

مرتبه از ستاره گون ۴ . ١ . ٣ لم بنابر fn(z) = z − z٣
۴n٢ تابع [۵٩] .١ . ٣ . ١ مثال

an = ١ − dn = ١ − ٢
۴n٢ − ١

که دهد مͬ نشان ١ . ٣ . ٢ لم سپس sN = ٠ چون است.
٢
π
sin

π

٢z = z

∞∏
n=١

(١ − z٢
۴n٢

) (١ . ٨)
است. ستاره گون و ارز تک D در

است اویلر٣٩ گامای تابع تابع Γ(z) که ١
Γ(z)

= zeγz
∞∏
n=١

(١ +
z

n

)
e
−
z

n تابع [۵٩] .١ . ٣ . ٢ مثال
٣٧Markes
٣٨Scott
٣٩Euler gamma function



ارز تک توابع ی رده ٨
Γ′(z) از = −٠٫۵٠ · · · منفͬ صفر بزرگترین اندازه r٠ که است ستاره گون و ارز تک |z| < r٠ بازای

است. دقیق نتیجه این و است
رده زیر است. کمتر tanh

π

۴ ≈ ٠٫۶۵۵ · · · از ۴٠ستاره گو شعاع که کنیم نشان خاطر باید
معرفͬ مستقلا (١٩۶٩) برنان۴٢ و (١٩۶۶) ۴١استانکو توسط ستاره گون توابع رده از دی·ری ی

شد:
(٠ < β ⩽ ١) خوانیم β مرتبه از ستاره گون۴٣ قویا f(z) تحلیلͬ تابع [١۵ ،١١٠] .١ . ٣ . ٢ تعریف

نابرابری در ∣∣∣اگر arg{z f ′(z)
f(z)

} ∣∣∣ < β
π

٢
شود. مͬ داده نشان S∗[β] با توابعͬ چنین رده و کند صدق z ∈ D برای

تحدب ۴ . ١
مͬ هندسͬ نظر از باشد. محدب ای مجموعه آن برد اگر گوئیم دب۴۴ را f(z) تحلیلͬ تابع
یعنͬ باشد، θ از غیرنزولͬ تابعͬ arg{ ∂

∂θ
f(eiθ)

} که معنͬ بدین نامید محدب را f(D) برد توان
∂

∂θ
arg
{ ∂

∂θ
f(eiθ)

}
⩾ ٠

رده این .[٧٧] دهیم مͬ نشان K با را S در محدب توابع تمام رده
اگر فقط و اگر این و Re

{
١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠ اگر فقط و اگر f(z) ∈ K همچنین و بوده

برای اکستریمال تابع است. ستاره گون محدب، تابع هر که است واض .١+ z
f ′′(z)

f ′(z)
≺ ١ + z

١ − z

.(١ . ٢ (ش΄ل ℓ(z) = z

١ − z
از عبارتست K ی رده

و بوده ارز تک و تحلیلͬ D در f اگر پس دارد. همدیس نگاشتهای در ارثͬ خاصیتͬ تحدب
خواهد محدب نیز |z| = r < ١ زیرقرص هر تصویر سپس بنگارد، محدب ای دامنه به را قرص

r < ١ هر برای که ب·وئیم توانیم مͬ بنابراین بود.
∂

∂θ
arg{ ∂

∂θ
f(reiθ)} ⩾ ٠

است. ٢ −
√٣ ≈ ٠٫٢۶٧ · · · برابر S کلاس دب۴۵ شعاع .٠ ⩽ θ ⩽ ٢π که

دهد: مͬ نشان بخوبی را K و S∗ های رده میان ی رابطه (١٩١۵) الکساندر۴۶ از ای قضیه
۴٠The radius of starlikeness
۴١Stankiewicz
۴٢Brannan
۴٣Strongly Starlike
۴۴Convex
۴۵Radius of Convexity
۴۶Alexander



٩ تحدب

.f =
z

١ − z
محدب نگاشت تحت D تصویر :١ . ٢ ش΄ل

f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ نرمالسازی با تحلیلͬ D در f گیریم ال΄ساندر) (قضیه .١ . ۴ . ١ قضیه
.zf ′(z) ∈ S∗ اگر فقط و اگر f ∈ K آنگاه باشد.

f ∈ S∗ اگر چنانچه است. تحدب و ستاره گونͬ بین زیر روابط قضیه، این مفید نتایج از ی΄ͬ
این بر علاوه است. محدب g(z) =

∫ z

٠
f(z)

z
dz سپس باشد

است. S∗ در S(z) = ٢
z

∫ z

٠
f(t)dt تابع سپس f ∈ S∗ اگر (روبرتسون) .٢ . ۴ . ١ قضیه

اگر باشد. (١ . ١) ش΄ل به و تحلیلͬ D در f(z) کنید فرض ([٩٧] (سیلورمن۴٧ .١ . ۴ . ١ لم
.f ∈ K سپس

∞∑
n=٢

n٢|an| ⩽ ١
معرفͬ [٨۵] روبرتسون توسط α مرتبه از محدب توابع تمام شامل K از K(α) ی زیررده

اگر نامیم ۴٨α مرتبه از دب را A در f(z) تابع ٠ ⩽ α < ١ برای شد.
Re

{
١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

}
> α (١ . ٩)

٠ ⩽ α < β < ١ برای که است بدیهͬ .z ∈ D بازای
K(β) ⊂ K(α) ⊂ K ⊂ S∗ ⊂ S (١ . ١٠)

از عبارتست K(α) ی رده اکستریمال تابع

kα(z) =


(١ − z)٢α−١ − ١

١ − ٢α ; α ̸= ١
٢ ,

− log(١ − z) ; α =
١
٢ .

(١ . ١١)

است جالب .([١١٢] (سوگاوا۴٩ نگارد مͬ Re {w} > α صفحه نیم به ارز تک طور به را D که
است. k′α(٠) = ١ و kα(٠) = ٠ های ویژگͬ دارای و بوده ١+z k′′α(z)

k′α(z)
=

١ + (١ − ٢α)z
١ − z

که بدانیم
۴٧Silverman
۴٨Convex of Order α
۴٩Sugawa



ارز تک توابع ی رده ١٠
Re {w} > − ١

٢ ی صغحه نیم به ارز تک طور به را D نگاشت این و بوده k٠(z) = z

١ − z
بوضوح

طبق نگارد. مͬ Re {w} > ١
٢ صفحه نیم به ارز تک طور به را D نیز k٠(z)

z
=

١
١ − z

و نگاشته
که: بینیم مͬ (١ . ۴ . ١) الکساندر قضیه

f(z) ∈ K(α) ⇐⇒ zf ′(z) ∈ S∗(α) (١ . ١٢)

بعلاوه

.Re
√
f ′(z) >

١
٢ − α

سپس f(z) ∈ K(α) اگر ([٩٨] کوان۵١ و (سیم۵٠ .٢ . ۴ . ١ لم
اینکه بیشتر و

آنگاه ١ < β < ٢ که باشد Re

{
١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

}
< β اگر ([٩٨] کوان و (سیم .٣ . ۴ . ١ لم

.Re
√
f ′(z) <

١
٢ − β

محدب تابع اینکه نخست دارد؟. وجود K(α) و S∗(α) های رده میان ارتباطͬ آیا اما
از ای نتیجه ادامه در و [۶٠] است ١

٢ مرتبه از حداقل ستاره گون واحد قرص در نرمالشده
که کند مͬ بیان گرگور۵٢ مک

که است f(z) ∈ S∗(δ(α)) سپس ،f ∈ K(α) و ٠ ⩽ α < ١ گیریم [١١۶] .۴ . ۴ . ١ لم

δ(α) =


١ − ٢α

٢−٢٢α − ٢ ; α ̸= ١
٢ ,١

٢ log٢ ; α =
١
٢ .

(١ . ١٣)

اگر گوئیم ٠ ⩽ α < ١ شرط با α مرتبه از محدب را f ∈ A تابع [٩٧] .۵ . ۴ . ١ لم
∞∑

n=٢
n(n− α)

١ − α
|an| ⩽ ١ (١۴ . ١)

D واحد قرص روی f نرمالشده محدب تابع برای (١٩٣٣ اسوهکر۵۴ و (مارکس۵٣ .۶ . ۴ . ١ لم
.z ∈ D که f(z)

z
≺ ١

١ − z
داریم

۵٠Sim
۵١Kwon
۵٢MacGregor
۵٣Marx
۵۴Strohhacker



١١ تحدب

آنگاه ١
٢ ⩽ α < ١ کنید فرض (١٩٧٣ ویلکن۵٧ و گرگور م هالنبک۵۶، (بریکمن۵۵، .٧ . ۴ . ١ لم

بازای kα(−r)
−r

⩽ Re
f(z)

z
⩽ kα(r)

r
همچنین ،z ∈ D که f(z)

z
≺ kα(z)

z
داریم f ∈ K(α) برای

.|z| = r < ١
f ∈ K(α) برای سپس ٠ < α < ١ که ب·یرید فرض ([١١٢] ٢٠١۵ وانگ۵٨ و (سوگاوا .٨ . ۴ . ١ لم

.z ∈ D که f(z)

z
≺ kα(z)

z
داریم

نیز و |Imf(z)

z
| ⩽ π

۴ و بوده f, g ∈ K کنید فرض (١٩٧٣ رایت۶٠ و ۵٩است) .٩ . ۴ . ١ لم
.f + g

٢ ∈ S∗ آنگاه باشد برقرار D روی |Img(z)

z
| ⩽ π

۴
f ′′(٠) = g′′(٠) = ٠ شرط با f, g ∈ K برای ([۴٣] ١٩٧۵ ویه۶١ روشه و (هالنبک .١٠ . ۴ . ١ لم

.f + g

٢ ∈ S∗ داریم
صدق |Imf(z)

z
| ⩽ π

۴ در که f ′′(٠) = ٠ شرط با f ∈ K برای که کردند ثابت آنها ͽواق در
داریم کند مͬ

f(z)

z
≺ H١(z) :=

١
٢√z log

١ +
√
z

١ −
√
z
=

∞∑
٠

zn

٢n+ ١ . (١۵ . ١)

.f + g

٢ ∈ S∗ داریم f, g ∈ K(
٣
۵) برای ([١١٢] ٢٠١۵ وانگ و (سوگاوا .١١ . ۴ . ١ لم

مثبتͬ مرتبه هیچ از ستاره گون حاصلضرب این .fg
z

∈ S∗ آنگاه f, g ∈ K اگر [۵٩] .١٢ . ۴ . ١ لم
.f(z) = g(z) =

z

١ + z
که زیرا نیست

نابرابری در اگر گوئیم (٠ < β ⩽ ١) ۶٢β مرتبه از دب قویا را f(z) تحلیلͬ تابع .١ . ۴ . ١ تعریف
کند صدق ∣∣∣زیر arg{١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

} ∣∣∣ < β
π

٢
دهیم. مͬ نشان K∗[β] با را توابعͬ چنین ی مجموعه و z ∈ D که

داریم
f(z) ∈ K[β] ⇐⇒ zf ′(z) ∈ S∗[β] (١۶ . ١)

۵۵Brickman
۵۶Hallenbeck
۵٧Wilken
۵٨Wang
۵٩Styer
۶٠Wright
۶١Ruscheweyh
۶٢Strongly Convex of Order β



ارز تک توابع ی رده ١٢
که f(z) ∈ S∗[β] آنگاه f(z) ∈ K

[
δ(β)

] اگر ،٠ < β < ١ برای که کرد ثابت (١٩٩٣) نانوکاوا۶٣
آن در

δ(β) = β +
٢
π
tan−١ βn(β) sin (١−β)π٢

m(β) + βn(β) cos (١−β)π٢
.n(β) = (١ − β)

β−١٢ و m(β) = (١ + β)
١+β٢ که جائͬ

اگر باشد. |z| = ١ روی f ′(z) ̸= ٠ و f ∈ A کنید فرض ([١١۵] زاوا۶۴ (اومی .١٣ . ۴ . ١ لم
جهت ی در f(z) آنگاه باشد برقرار |z| = ١ بازای

∫ ٢π
٠

∣∣∣Re

{
١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

} ∣∣∣dθ < ۴π رابطه ی
شد. خواهد ارز تک |z| ⩽ ١ در f(z) نتیجه در و بوده محدب

شد: ͽواق مفید زیر تعریف و گردید مطرح نیز جهت ی در تحدب طریق بدین
خطͬ هر با آن اشتراک اگر (٠ ⩽ α < π) نامیم ۶۵α جهت در دب را D دامنه .٢ . ۴ . ١ تعریف

باشد. بازه ی یا تهͬ گذرد مͬ eiα ی نقطه و مبداء از که
باشد. α جهت در محدب f(D) اگر گوئیم α جهت در محدب D در را f تابع تعریف، بدین
در محدب f چنانکه باشد αی اگر است جهت یک در دب f گوئیم تر عمومͬ مفهومͬ در
تعریف طبق اگر است، (CHD) افقی۶۶ جهت در دب D ⊂ C دامنه گوئیم شود. α جهت

باشد. همبند یا تهͬ افقͬ، خط هر با آن اشتراک فوق
باشد f ′(٠) ̸= ٠ و f(٠) = ٠ بوده، تحلیلͬ D در f کنید فرض ([٧۶] (پومرنکه۶٧ .١۴ . ۴ . ١ لم

گیریم و
ϕ(z) =

z

(١ + zeiθ)(١ + ze−iθ)

اگر .θ ∈ R که
Re
{zf ′(z)
ϕ(z)

}
> ٠ , z ∈ D

است. افقی جهت در دب f سپس
معرفͬ را γ‐ستاره گون توابع ی رده [۵٣] (١٩٧۴) ٧٠سوتکو و میلر۶٩ لواندوفسکی۶٨،

صادقند زیر شرط در آن اعضای و شده داده نمایش G(١, γ) نماد با که نمودند
Re
{(
z
f ′(z)

f(z)

)١−γ(١ + z
f ′′(z)

f ′(z)

)γ}
> ٠ , z ∈ D

۶٣Nunokawa
۶۴Umezawa
۶۵Convex in the Direction of α
۶۶Convex in the horizontal direction
۶٧Pommerenke
۶٨Lewandowski
۶٩Miller
٧٠Złotkiewicz



١٣ تحدب
از ستاره گون γ‐قویا توابع را آن و داده گسترش G(α, γ) به را رده این [٧١] سوکول٧١ و نانوکاوا

خاصیت با f ∈ A توابع شامل که نامیدند ٧٢α مرتبه
∣∣∣ arg{(z f ′(z)

f(z)

)١−γ(١ + z
f ′′(z)

f ′(z)

)γ}∣∣∣ < α
π

٢ , z ∈ D (١ . ١٧)

z ∈ D − {٠} برای f(z)f ′(z)
(

١ + z
f ′′(z)

f ′(z)

)
̸= ٠ قید با f(z) و γ > ٠ ،٠ < α ⩽ ١ که هستند
و G(٠, β) ⊂ S∗[β] اینکه نکته شود. مͬ انتخاب

مͬ صدق (١ . ١٧) در که باشد (١ . ١) بش΄ل f ∈ A و γ > ٠ ،٠ < α ⩽ ١ گیریم .٣ . ۴ . ١ قضیه
: x به نسبت ی معادله اگر کند.

x+
٢γ
π

tan−١ xn(x) sin (١−x)π٢
m(x) + xn(x) cos (١−x)π٢

= α (١ . ١٨)

.f ∈ G(α, γ) آنگاه باشد β ∈ (٠, ١] جواب دارای ،n(x) = (١ − x)
x−١٢ و m(x) = (١ + x)

١+x٢ با
کند. مͬ صدق (١ . ١٧) در که (١ . ١) بفرم f ∈ A و ٠ < γ ⩽ ١ ،٠ < α ⩽ ١ برای .۴ . ۴ . ١ قضیه

.f ∈ K[
(١ − γ)α٠ + α

γ
] آنگاه باشد، ٠ < α٠ ⩽ ١ جواب دارای (١ . ١٨) معادله اگر

اگر است. ٠ < α٠ < α ⩽ ١ جواب دارای (١ . ١٨) معادله که کنید فرض .١ . ۴ . ١ نتیجه
.G(α, γ) ⊂ G(α, δ) سپس ٠ < δ < γ

(١ . ١٧) در و است (١ . ١) ش΄ل به f ∈ A و γ < ٠ ،٠ < α ⩽ ١ ب·یرید فرض .۵ . ۴ . ١ قضیه
.f ∈ S∗[β] آنگاه β =

α− γ

١ − γ
اگر کند. مͬ صدق

:(٢٠١٣) کردند معرفͬ را زیر ی رده [٩٨] کوان و سیم

به متعلق f(z) ∈ A تابع ،٠ ⩽ α < ١ < β شرط با β و α حقیقͬ اعداد برای .٣ . ۴ . ١ تعریف
نماید صدق زیر نابرابری در f(z) اگر است K(α, β) ی رده

α < Re
(١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

)
< β , z ∈ D (١ . ١٩)

دهد: مͬ قرار ما اختیار در را معادل شروط این (١ . ٢٣) و بوده K(α, β) ⊂ K بوضوح
١ + z

f ′′(z)

f ′(z)
≺ ١ + (١ − ٢α)z

١ − z
, z ∈ D , ٠ ⩽ α < ١ (١ . ٢٠)

١ + z
f ′′(z)

f ′(z)
≺ ١ + (١ − ٢β)z

١ − z
, z ∈ D , β > ١ (١ . ٢١)

٧١Sokol
٧٢γ-Strongly Starlike Functions of Order α



ارز تک توابع ی رده ١۴
تابع از آنها مورد این در

p(z) = ١ + i
β − α

π
log
(١ − e

٢πi ١−α
β−α z

١ − z

)
, z ∈ D (١ . ٢٢)

اووا٧۴ و کوروکی٧٣ توسط و نگارد مͬ α < Rew < β محدب نوار به را D که کردند استفاده
بنابراین شد، معرفͬ [۵٢]

ی رده در f(z) ∈ A تابع ،٠ ⩽ α < ١ < β محدودیت با β و α حقیقͬ اعداد بازای .١۵ . ۴ . ١ لم
اگر فقط و اگر گیرد مͬ قرار K(α, β)

١ + z
f ′′(z)

f ′(z)
≺ ١ + i

β − α

π
log

١ − e
٢πi ١−α

β−α z

١ − z

 , z ∈ D (١ . ٢٣)

دهد مͬ بدست زیر بش΄ل f ∈ K(α, β) برای را ضرایب کران برآورد و

|an| ⩽


١
٢ |B١| ; n = ٢,
|B١|

n(n− ١)
n−٢∏
k=١

(١ +
|B١|
k

)
; n = ٣,۴, · · · . (٢۴ . ١)

که
|B١| =

٢(β − α)

π
sin

(١ − α)π

β − α
.

سپس f ∈ K(α, β) اگر ،٠ ⩽ α < ١ < β < ٢ شرط به β و α حقیقͬ اعداد برای .١۶ . ۴ . ١ لم
١

٢ − α
< Re

√
f ′(z) <

١
٢ − β

P ی رده ۵ . ١
و Re p(z) > ٠ و بوده تحلیلͬ D در که است p مانند توابع تمام شامل توابع از خانواده این
هرگلوت٧۵ نمایش فرمول باشند. p(z) = ١ + c١z + c٢z٢ + · · · بصورت واحد قرص در بعلاوه

که دهد مͬ نشان

و بوده صعودی γ چنانکه p(z) =

∫ ٢π
٠

١ + e−itz

١ − e−itz
dγ(t) اگر فقط و اگر p(z) ∈ P .١ . ۵ . ١ لم

.γ(٢π)− γ(٠) = ١
٧٣Kuroki
٧۴Owa
٧۵Herglotz



١۵ محدب به نزدی
.n هر برای |cn| ⩽ ٢ سپس p(z) ∈ P اگر ([٧٧] (کاراتئودوری٧۶ .٢ . ۵ . ١ لم

است بدیهͬ است. محدب تابعͬ که بوده رده این برای اکستریمال تابع p٠(z) = ١ + z

١ − z
تابع

که
f(z) ∈ S∗ ⇔ z

f ′(z)

f(z)
∈ P

محدب به نزدی ۶ . ١
های نیمخط از اجتماعͬ با بتوان را D م΄مل اگر گوئیم دب٧٧ به نزدیک را D دامنه ی
ای دامنه f(D) آن برد اگر گوئیم محدب به نزدی را D در f ارز تک تابع داد. نشان ͽنامتقاط

است: زیر تحلیلͬ صورت دارای هندسͬ، تعریف چنین باشد. محدب به نزدی
مانند ستاره گونͬ تابع اگر گوئیم محدب به نزدی را (١ . ١) ش΄ل به تابع ی .١ . ۶ . ١ تعریف

که باشند داشته وجود چنان h ∈ P تابع و g
zf ′(z) = g(z)h(z) , z ∈ D

ارز تک توابع زیرمجموعه که کرد ثابت وی و شد معرفͬ (١٩۵٢) کاپلان٧٨ توسط رده این
را باشند ارز تک محدب به نزدی توابع تمام شامل که را S از محدب به نزدی زیررده است.

.S∗ ⊂ C ⊂ S بوضوح نمایانیم. مͬ C

تابع اگر گوئیم محدب به نزدی را f(z) تابع که کند مͬ بیان دی·ری معادل تعریف
که باشد g ستاره گون

Re
{zf ′(z)
g(z)

}
> ٠ , z ∈ D (٢۵ . ١)

که باشد hی نرمالشده) لزوما نه (و ارز تک محدب تابع ب·وئیم که است آن با معادل این
Re
{f ′(z)
h′(z)

}
> ٠ , z ∈ D (٢۶ . ١)

تک Re f ′(z) > ٠ با f(z) ∈ A تابع هر ،(۴٧ ص ،[٣١]) نوشو٧٩‐ورشاوسکی٨٠ قضیه بنابر
توابع از ای زیررده توان مͬ (٢۵ . ١) در g از مناسبی انتخاب با است. محدب به نزدی و ارز

محدب نزدی
Re


n∏

j=١
(z − eiαj )σjf ′(z)

 > ٠ (١ . ٢٧)
٧۶Caratheodory
٧٧Close-to-Convex
٧٨Kaplan
٧٩Noshiro
٨٠Warschawski



ارز تک توابع ی رده ١۶

.
n∑

j=١
σj ≤ ٢ و ٠ ≤ σj ≤ ١ ،٠ ≤ α١ ≤ α٢ · · · ≤ αn ≤ ٢π که یافت را

شرط در و باشد ارز تک موضعا و تحلیلͬ D در f گیریم ([٣١] (کاپلان .١ . ۶ . ١ لم

Re
{١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

}
> − ١

٢
است. محدب به نزدی و ارز تک D در f سپس نماید، صدق z ∈ D تمام بازای

بازای اگر (٠ ⩽ α < ١) گوئیم ٨١α مرتبه از دب به نزدیک را f(z) ∈ A تابع .٢ . ۶ . ١ تعریف
باشیم داشته نیست) نرمالشده لزوما تابع این (که D روی h ارز تک محدب تابع

Re
{f ′(z)
h′(z)

}
> α , z ∈ D

دهیم. مͬ نشان C(α) با را توابعͬ چنین تمام ی رده

بازیلویچ خانواده ١ . ٧
D در g(z) اینکه فرض با آید. مͬ بحساب محدب به نزدی توابع رده از تعمیمͬ رده این
٨٢بازیلو سپس باشد. Re p(z) > ٠ شرط با واحد قرص در تحلیلͬ تابعͬ p و بوده ستاره گون

تابع که داد نشان

f(z) =
(∫ z

٠ p(ζ)g(ζ)αζiβ−١dζ
) ١

α+iβ
α > ٠, β ∈ R (١ . ٢٨)

نشان B(α+ iβ) با را شود مͬ ایجاد توابع این از که ای رده .[١١] است ارز تک و تحلیلͬ D در
داده نشان [٣٣] در است. شده نرمال دب به نزدیک توابع ی رده B(١) مسلما دهیم. مͬ

رابطه در باید f(z) آنگاه p(z) = ١ با f(z) ∈ B(α+ iβ) اگر که شده

Re
{
(α− ١ + iβ)z

f ′(z)

f(z)
+ (١ + z

f ′′(z)

f ′(z)
)
}
> ٠ (١ . ٢٩)

z ∈ D برای f(z)f ′(z)
z

̸= ٠ و f(٠) = ٠ شروط با D در f(z) اگر بالعکس کند. صدق z ∈ D برای
p(z) = ١ بازای (١.٢٨) ش΄ل به توان مͬ را f(z) سپس نماید صدق (١.٢٩) در و بوده تحلیلͬ

نوشت.
٨١Close-to-Convex of order α
٨٢Bazilevič



١٧ ها گون مارپیچ

ها گون مارپیچ ١ . ٨
توسط ١٩٣٣ در و شوند مͬ شناخته گون٨٣ مارپیچ بعنوان که دارد وجود ستاره گونها از تعمیمͬ
ش΄ل به مختلط صفحه در منحنͬ ی ل·اریتمͬ، مارپیچ ی .[١٠٠] شد معرفͬ اسپاسک٨۴
هستند. Reλ ̸= ٠ شرط با مختلط ثابتهای λ و w٠ ̸= ٠ بوده، t ∈ R که است w = w٠e−λt

گون٨۵ α‐مارپیچ را منحنͬ α ∈ [−π٢ ,
π

٢ ] که λ = eiα فرض با توان مͬ کلیت از کاستن بدون
نامید.

قوس ،D در w٠ ̸= ٠ نقطه هر برای اگر نامیم گون α‐مارپیچ را مبداء شامل D دامنه
ساده همبند گون α‐مارپیچ دامنه ی گیرد. قرار D در کاملا مبداء، تا w٠ از α‐مارپیچͬ

است.
مارپیچ تابع باشد. گون α‐مارپیچ بردش اگر نامیم گون α‐مارپیچ را f ∈ A تابع
ستاره گونند. بوضوع گون ٠‐مارپیچ توابع باشد. گون α‐مارپیچ αی بازای اگر است گون
است ستاره گونͬ شرط تعمیم همان تاحدودی که تحلیلͬ شرطͬ با توان مͬ را ٨۶گو مارپیچ

نمود: سازی مشخصه
باشد. α ∈ [−π٢ ,

π

٢ ] و بوده z ∈ D − {٠} بازای f ′(z) ̸= ٠ با f ∈ A گیریم [٣١] .١ . ٨ . ١ قضیه
اگر تنها و اگر است α‐مارپیچ·ون ، f سپس

Re
{
e−iαz

f ′(z)

f(z)

}
> ٠ (١ . ٣٠)

مͬ بیان فوق قضیه دهیم. مͬ نشان Ssp(α) با را S در α‐ستاره گون توابع تمام ی رده
برای که دهد مͬ نشان هندسͬ مشاهدات است. ارزی تک برای کافͬ شرطͬ (١ . ٣٠) که کند

تابع مثال ی باشد. دب٨٧ به نزدیک تابع نیست لازم گون α‐مارپیچ تابع ی،α ̸= ٠
f(z) =

z

(١ − z)٢eiα cosα
∈ Ssp(α) (١ . ٣١)

کند مͬ بازی را نقشͬ همان تابع این نگارد. مͬ α‐مارپیچ ی از قوسͬ م΄مل به را D که است
α‐مارپیچ توابع برای اکستریمال ͽواق در و کرده بازی ستاره گون توابع برای کوبه٨٨ تابع که

تابع مانند باشد گون مارپیچ نیست لازم دب به نزدیک تابع طرفͬ از است. گون

f(z) =
z − z٢ cosϕ
(١ − eiϕz)٢ , cosϕ ̸= ٠ (١ . ٣٢)

٨٣Spirallike Class
٨۴Spacek
٨۵α-spiral
٨۶Spirallikeness
٨٧Close-to-convex function
٨٨Koebe function



ارز تک توابع ی رده ١٨
Ssp(α, γ) ⊂ ی زیررده [۵٠] کولشرسا٨٩ نگارد. مͬ شعاعͬ غیر نیمخط ی م΄مل به را D که

کرد: معرفͬ چنین را α مرتبه از گون γ‐مارپیچ توابع از Ssp(α)

سپس باشد. z ∈ D − {٠} بازای f ′(z) ̸= ٠ شرط با f ∈ A گیریم [۵٠] .١ . ٨ . ١ تعریف
که باشند موجود چنان ٠ ⩽ γ < ١ و α ∈ [−π٢ ,

π

٢ ] حقیقͬ اعداد اگر تنها و اگر f ∈ Ssp(α, γ)

Re
{
eiαz

f ′(z)

f(z)

}
> γ cosα , z ∈ D (١ . ٣٣)

T ی رده ١ . ٩
تابعͬ یعنͬ اند، منفͬ بعد دومͬ از آن ناصفر ضرایب که است S از اعضائͬ تمام شامل T ی رده

ش΄ل به اگر است T در f ارز تک و تحلیلͬ
f(z) = z −

∞∑
n=٢

|an|zn

ترتیب به که بود خواهند T از هائͬ رده زیر T K(α) و T ∗(α) مجموعه، این با متناظر باشد.
.T = T ∗(٠) ترتیب بدین هستند. α مرتبه از محدب و ستاره گون

.
∞∑

n=٢
n|an| ⩽ ١ اگر است T ∗(α) در f = z −

∞∑
n=٢

|an|zn تابع [٩٧] .١ . ٩ . ١ لم

اگر (٠ ⩽ α < ١ (که است T ∗(α) در f = z −
∞∑

n=٢
|an|zn ∈ A تابع [٩٧] .١ . ٩ . ٢ لم

∞∑
n=٢

n− α

١ − α
|an| ⩽ ١ (٣۴ . ١)

که |an| ⩽
١ − α

n− α
آنگاه ،٠ ⩽ α < ١ شرط به f = z −

∞∑
n=٢

|an|zn ∈ T ∗(α) اگر [٩٧] .١ . ٩ . ٣ لم
است. برقرار f(z) = z − ١ − α

n− α
zn بش΄ل توابعͬ برای تنها تساوی

گیرد مͬ قرار (٠ ⩽ α < ١ (که T K∗(α) ی رده در f(z) = z−
∞∑

n=٢
|an|zn تابع [٩٧] .۴ . ١ . ٩ لم

اگر فقط و اگر
∞∑

n=٢
n(n− α)

١ − α
|an| ⩽ ١ (٣۵ . ١)

٨٩Kulshrestha



١٩ متقارن نقاط به نسبت ستاره گون
سپس (٠ ⩽ α < ١ (که f ∈ T ∗(α) اگر [٩٧] .۵ . ١ . ٩ لم

r − ١ − α

٢ − α
r٢ ⩽ |f(z)| ⩽ r +

١ − α

٢ − α
r٢ (٣۶ . ١)

١ − ١)٢ − α)

٢ − α
r ⩽ |f ′(z)| ⩽ ١ +

١)٢ − α)

٢ − α
r (١ . ٣٧)

.z = ±r که است برقرار f(z) = z − ١ − α

٢ − α
z٢ تابع برای تساوی و

آنگاه (٠ ⩽ α < ١ (با f ∈ T K∗(α) اگر [٩٧] .۶ . ١ . ٩ لم
r − ١ − α

٢)٢ − α)
r٢ ⩽ |f(z)| ⩽ r +

١ − α

٢)٢ − α)
r٢ (١ . ٣٨)

١ − ١ − α

٢ − α
r ⩽ |f ′(z)| ⩽ ١ +

١ − α

٢ − α
r (١ . ٣٩)

.z = ±r که باشد مͬ برقرار f(z) = z − ١ − α

٢)٢ − α)
z٢ تابع بازای تساوی

f(z) = اکستریمال تابع با نتیجه ،f ∈ T ∗(
٢

٣ − α
) سپس f ∈ T K∗(α) اگر [٩٧] .١ . ٩ . ٧ لم

است. دقیق z − ١ − α

٢)٢ − α)
z٢

از عبارتست f(z) تابع دب٩٠ شعاع آنگاه f ∈ T ∗(α) اگر [٩٧] .١ . ٩ . ٨ لم

rcon(α) = inf
n⩾٢

( n− α

n١)٢ − α)

) ١
n− ١

است. دقیق n−ی بازای fn(z) = z − ١ − α

n− α
zn اکستریمال تابع برای مقدار این

.
∞∑

n=٢
n|an| ⩽ ١ آنگاه f(z) = z +

∞∑
n=٢

anz
n ∈ T اگر [٩٧] .١ . ٩ . ٩ لم

متقارن نقاط به نسبت ستاره گون ١ . ١٠
١ به نزدی بقدرکافͬ و واحد از کمتر r هر برای کنید فرض و بوده تحلیلͬ D در f(z) گیریم
z چنانکه است مثبت z = ζ در f(−ζ) نقطه حول f(z) ای زاویه سرعت ،|z| = r روی ζ هر و

تحلیلͬ بعبارت و پیماید مͬ مثبت جهت در را |z| = r دایره
Re

zf ′(z)

f(z)− f(−ζ)
> ٠ , z = ζ, |ζ| = r (۴١ . ٠)

تک توابع چنین ی رده بداهتا نامیم. ستاره گون٩١ متقارن نقاط به نسبت را f(z) دراینصورت
از معادلͬ بیان شد. خواهد مبداء به نسبت ستاره گون فرد توابع و محدب توابع شامل ارزی

پذیریم: مͬ تعریف بعنوان آنرا ما و شد ثابت گوچی٩٢ کا سا توسط تعریف این
٩٠Convexity radius
٩١Starlike with respect to symmetric points
٩٢Sakaguchi



ارز تک توابع ی رده ٢٠
اگر است ستاره گون متقارن نقاط به نسبت f(z) ∈ A تابع [٩٣] .١ . ١٠ . ١ تعریف

Re
٢zf ′(z)

f(z)− f(−z)
> ٠ , z ∈ D

کنیم. مͬ مشخص S∗
s با را آنها ی رده و بوده ارز تک توابع نوع این

با z

١ + εz
تابع برای تساوی ،n ≥ ٢ برای |an| ≤ ١ سپس .f ∈ S∗

s گیریم [٩٣] .١ . ١٠ . ١ لم
گردد. مͬ حاصل |ε| = ١

کند: مͬ بیان چنین گوچی کا سا را تعریف این از تعمیمͬ
نابرابری مثبتͬ صحیح k برای کنید فرض و f ∈ A گیریم [٩٣] .١ . ١٠ . ٢ لم

Re
zf ′(z)∑k−١
j=٠ f(εjz)

εj

> ٠ , z ∈ D (۴١ . ١)

است. محدب به نزدی و ارز تک D در f(z) آنگاه باشد. برقرار ε = e٢πi/k برای
اگر است ٩٣α مرتبه از ستاره گون متقارن نقاط به نسبت f(z) ∈ A .١ . ١٠ . ٢ تعریف

Re
٢zf ′(z)

f(z)− f(−z)
> α , z ∈ D

کنیم. مͬ مشخص S∗
s (α) با را آنها ی رده و بوده ارز تک توابع نوع این .٠ ⩽ α < ١ که

UST خانواده ١ . ١١
همیشه اما است همدیس های نگاشت برای ارثͬ خاصیتͬ ستاره گونͬ گفتیم که همانگونه
به نسبت ستاره گون ای دامنه به را |z−z٠| < ρ < ١−|z٠| زیرقرص هر f ∈ S∗ که نیست چنین
هر f ∈ S هر که داد نشان وی .[١٨] کرد ثابت ١٩٨٩ در براون٩۴ را واقعیت این بنگارد. f(z٠)
کلͬ حالت در نگارد. مͬ کوچ خیلͬ ستاره گون قرص به را D از کوچ΄ͬ کافͬ بقدر زیرقرص
ستاره گون ای دامنه به را {|z− z٠| < ρ} ⊂ D قرص هر که را خاصیت این با توابعͬ مجموعه تر
گرفت قرار بررسͬ مورد هندسͬ و تحلیلͬ دید از گودمن٩۵ توسط نگارند مͬ f(z٠) به نسبت

:([٨٧] ،[۴١])
γ مدور قوس هر اگر گوئیم یکنواخت٩۶ ستاره گون D در را f(z) ∈ S∗ تابع .١ . ١١ . ١ تعریف

بنگارد. f(ζ) به نسبت f(γ) ستاره گون قوس به را ζ ∈ D مرکز با D درون
٩٣Starlike with respect to symmetric points of order α
٩۴Brown
٩۵Goodman
٩۶Uniforml starlike



٢١ UST خانواده
f(z) ∈ S تابع آنکه برای کافͬ و لازم شرط و داده نشان UST با را توابعͬ چنین همه خانواده

:[۴١] آنستکه باشد رده این در
Re

(z − ζ)f ′(z)

f(z)− f(ζ)
> ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (۴١ . ٢)

رده این .UST ⊂ S∗ که شود مͬ مشخص آسانͬ به (z − ζ)f ′(z)

f(z)− f(ζ)
= ١ تعریف با طرفͬ از

مͬ حفظ ٠ < t ⩽ ١ ،١
t
f(tz) انتقال٩٧، و (α ∈ R (بازای e−iαf(eiαz) دوران یا چرخش، تحت

UST رده به متعلق f(z) = z

١ − ١٢z
تابع قرص خودر ͽواق در نیست، خطی پایای ولͬ شود

شود. نمͬ
است |an| ⩽ ١ ،f ∈ UST برای نتیجه در و UST ⊂ S∗

s بوضوح (۴١ . ٢) در ζ = −z بازای
کران از دقیقͬ مقدار تعیین .[۴١] آمد بدست هوروویتس٩٨ توسط |an| ⩽

٢
n

بهتر کران اما
UST ی رده خواص اکثر یافتن رود. مͬ بشمار باز ی مسئله هنوز UST رده این توابع ضرایب
داد نشان وی گودمن، کار به کنیم مͬ اشاره نمونه بعنوان ولͬ شود مͬ محسوب مش΄ل کاری

|A| ⩽
√٢
٢ اگر فقط و f(z)اگر = z

١ −Az
∈ UST (۴١ . ٣)

UST در n > ١ بازای f(z) = z + Bzn تابع ،|B| ⩽ n√٢ برای که نمود ثابت وی همچنین
ارتقاء n > ١ برای |B| ⩽

√
n+ ١
٢n٣ به را کران این [۶١] سلماسی١٠٠ و مرکز٩٩ شود. مͬ ͽواق

١٩٩٧ در نژمدیتنف١٠١ توسط ظریف کران نیست. دقیق مقدار این که کردند بیان و دادند
،n = ٣ برای و |B| ⩽ ١

٢٫٣١ ،n = ٢ برای داد نشان وی (۴٧ ص ،۴ نتیجه ،[۶٨]) شد حاصل
آوردند: بدست را زیر مهم نتیجه [۶١] سلماسی و مرکز ،[٨۶] رونینگ١٠٢ .|B| ⩽ ١

٣٫۵٧٣
،|x| = ١ و ،z ∈ D هر برای اگر فقط و اگر f(z) ∈ UST (٢٣۶ ص ،٣.٣ لم ،[٨۶]) .١ . ١١ . ١ لم

Re
f(z)− f(xz)

(١ − x)zf ′(z)
⩾ ٠

.Re
(١ − t)zf ′(z)

f(z)− f(tz)
> ٠ ،|t| = ١ و ،z ∈ D هر برای اگر اگروفقط f(z) ∈ UST [٨۶] .١ . ١١ . ٢ لم

،z, w ∈ D همه بازای اگر f ∈ UST (۴۵١ ص ،۴ قضیه ،[۶١]) .١ . ١١ . ٣ لم
Re

f ′(w)

f ′(z)
> ٠

٩٧Transformations
٩٨Charles Horowitz
٩٩Merkes

١٠٠Salmassi
١٠١Nezhmetdinov
١٠٢Rønning



ارز تک توابع ی رده ٢٢
،z, w ∈ D تمام برای آنگاه f ∈ UST اگر و

Re
(f ′(w)
f ′(z)

) ١٢
> ٠

است. مم΄ن مقدار بهترین ١
٢ نمای

ζ جداگانه طور به و z حول (۴١ . ٢) تیلور١٠٣ سری بسط از UST ی رده روی بیشتر بررسͬ
و q(z) = q٠ + q١z + q٢z٢ + · · · ،p(z) = p٠ + p١z + p٢z٢ + · · · گیریم شود. مͬ حاصل

(z − ζ)f ′(z)

f(z)− f(ζ)
=

∞∑
n=٠

pn(ζ)z
n =

∞∑
n=٠

qn(z)ζ
n , (z, ζ) ∈ D٢ (۴۴ . ١)

سپس ،Re q(z) > ٠ و Re p(z) > ٠ چنانکه
آنگاه f ∈ UST اگر (٣۶۵ ص ١ لم ،[۴١]) .۴ . ١ . ١١ لم

p٠(ζ) = f(ζ)

ζ
, p١(ζ) =

f(ζ)[١ − ٢a٢ζ]− ζ

ζ٢ , q٠(z) = f(z)

zf ′(z)
, q١(z) =

f(z)− z

z٢f ′(z)
و

|p١(ζ)| ⩽ ٢Re p٠(ζ) , |q١(z)| ⩽ ٢Re q٠(z)

f ∈ UST اعضای برای مناسبی رشد نابرابری به را ما |an| ⩽
٢
n

ضرایب کران برآورد و لم این
رساند: مͬ

r

١ + ٢r ⩽ |f(z)| ⩽ −r + ٢ ln
١

١ − r

بصورت را UST خانواده برای کوبه١٠۴ ثابت نهایت در .|z| = r < ١ بازای
١
٣ ⩽ K(UST ) ⩽ ١ −

√٣
۴

پیچش١٠۵ روش به شود UST در تابعͬ شامل که کافͬ شرط یافتن برای دهد. مͬ بدست
شرط چنانکه δ مقدار بزرگترین تعیین جهت نیازمندیم.

∞∑
n=٢

n|an| ⩽ δ

پذیرفتنͬ مقداری δ =

√٢
٢ = ٠٫٧٠٧١ . . . که داد نشان گودمن شود، f ∈ UST که دهد نتیجه

بالاخره نماید. تجاوز
√٣
٢ = ٠٫٨۶۶٠ . . . از نباید δ دقیق مقدار لی΄ن است

١٠٣Taylor series exansion
١٠۴Koebe constant
١٠۵Convolution



٢٣ UCV ی رده

.f ∈ UST آنگاه کند، صدق
∞∑

n=٢
n|an| ⩽ δ٠ شرط در f ∈ A اگر ([۶٨] نژمدیتنف ) .۵ . ١ . ١١ لم

بوده مم΄ن مقدار بهترین M که است δ٠ =
١√
M

= ٠٫٧٩۶٣ . . . با برابر راست طرف در δ٠ ثابت
آمد. بدست ١ . ٣۶ . ١ لم در که

:(١۶ . ١ ک. (ر. است شده بیان توابع روی پیچش از استفاده با زیر لم
تمام برای اگر تنها و اگر f ∈ UST .f ∈ A گیریم (۴۵٠ ص ١ قضیه ،[۶١]) .۶ . ١ . ١١ لم

،α, β ∈ D

Re

f(z) ∗ z

(١ − αz)(١ − βz)

f(z) ∗ z

(١ − αz)٢
⩾ ٠ , z ∈ D

ثابت رونینگ نیست. UST ی رده در ℓ(z) =
z

١ − z
=

١
٢(p٠ − ١) که داشت توجه باید

.UST ⊂ S∗(α) چنانکه کرد مطرح را α بزرگترین تعیین مسئله و UST ⊈ S∗(
١
٢) که کرد

بزرگترین یافتن اما است. درست α٠ ≈ ٠٫١۴٨٣ بازای UST ⊈ S∗(α٠) که داد نشان نژمدیتنف
است. باز ی مسئله UST ⊂ S∗(α) چنانکه αی

UCV ی رده ١ . ١٢
چنین همیشه اما است همدیس توابع برای ارثͬ خاصیتͬ ستاره گونͬ که گفتیم یادآوری بعنوان
f(z٠) به نسبت ستاره گون ای دامنه به را |z − z٠| < ρ < ١ − |z٠| قرص fهر ∈ S∗ که نیست
و تحلیلͬ دید از را توابعͬ چنین گودمن و است برقرار نیز تحدب در خاصیتͬ چنین بنگارد.
،[۴١]) نگارند مͬ محدب ای مجموعه به را زیرقرص هر توابع، آن در که نمود بررسͬ هندسͬ

:([٨٧]
با D در γ مدور قوس هر اگر گوئیم یکنواخت١٠۶ دب D در را f(z) ∈ S تابع .١ . ١٢ . ١ تعریف

بنگارد. f(γ) محدب ناحیه به را ζ ∈ D مرکز
برای کافͬ و لازم شرطͬ و داده نشان UCV با را خاصیت این با توابعͬ چنین همه خانواده

:[۴٠] که است این رده این در f ∈ S توابع
Re
(١ + (z − ζ)

f ′′(z)

f ′(z)

)
⩾ ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (۴۵ . ١)

برای آنجا از و UCV ⊂ K(
١
٢) داریم ،(۴۵ . ١) در ζ = −z بازای .UCV ⊂ K که است واض

UCV خانواده که داد نشان f(z) =
z

١ −Az
تابع از استفاده با گودمن .|an| ⩽ ١

n
،f ∈ UCV

١٠۶Uniformly convex



ارز تک توابع ی رده ٢۴
فقط و اگر f(z) = z

١ −Az
∈ UCV نمود ثابت وی ص٩٠). ۵ قضیه ،[۴٠]) نیست خطی پایای

.|A| ⩽ ١
٣ اگر

اگر فقط و اگر f = z +Bzn ∈ UCV ،n ⩾ ٢ برای ([۶٨] (نژمدیتنف .١ . ١٢ . ١ لم
|B| ⩽ ١

n(٢n− ١)

سپس کند صدق
∞∑

n=٢
n(٢n − ١)|an| ⩽ ١ شرط در f ∈ A اگر ([۶٨] (نژمدیتنف .١ . ١٢ . ٢ لم

است. مم΄ن مقدار بهترین راست طرف در ١ ثابت .f ∈ UCV

١ قضیه ،[٨٨]) رونینگ توسط UCV ی رده از مهمͬ بسیار تک‐متغیره سازی مشخصه
شد: حاصل ص١۶٧) ٢ قضیه ،[۵٧]) میندا١٠٨ و ما١٠٧ مستقلا́ و ص١٩٠)

اگر فقط و اگر f ∈ UCV .١ . ١٢ . ٣ لم
Re
(١ + z

f ′′(z)

f ′(z)

)
>
∣∣∣z f ′′(z)
f ′(z)

∣∣∣ , z ∈ D (۴۶ . ١)

برای الکساندر ی قضیه مشابه طرفͬ از .f ∈ UCV سپس ∣∣∣z f ′′(z)
f ′(z)

∣∣∣ < ١
٢ اگر نتیجه در

.[٨٨ ،۴٠] کرد بیان UST و UCV های رده بین توان نمͬ را ١ . ۴ . ١ تحلیلͬ توابع

SP ی رده ١ . ١٣
کنید تعریف (۴۶ . ١) طبق ،w = ١ + z

f ′′(z)

f ′(z)
کنید فرض حال

Ωp = {w ∈ C : Rew > |w − ١| } (۴١ . ٧)
حقیقͬ محور به نسبت که گیرد مͬ قرار (Imw)٢ = ٢Re w − ١ سهمͬ درون Ωp مجموعه
خانواده .١ + z

f ′′(z)

f ′(z)
∈ Ωp اگر فقط و اگر f ∈ UCV پس است. ( ١

٢ , ٠) آن راس و بوده متقارن
شود: مͬ تعریف چنین SP

در که است f ∈ A توابع تمام شامل سهموی١٠٩ ستاره گون توابع از SP ی رده .١ . ١٣ . ١ تعریف
کنند: مͬ صدق زیر شرط

Re
(
z
f ′(z)

f(z)

)
>
∣∣∣z f ′(z)
f(z)

− ١∣∣∣ , z ∈ D (۴١ . ٨)
١٠٧Ma
١٠٨Minda
١٠٩Parabolic starlike functions



٢۵ ما‐میندا ستاره گون

قطاع و
{
w : Rew >

١
٢
}

صفحه نیم درون Ωp سهموی ناحیه چون و SP ⊂ S∗ بوضوح
(۴١ . ٨) و (۴۶ . ١) همچنین .[٨٨] SP ⊂ S∗( ١٢) ∩ S∗١٢

لذا گیرد مͬ قرار {w : | argw| < π

۴}

دهند مͬ نشان ١ . ۴ . ١ الکساندر قضیه طبق
f ∈ UCV ⇐⇒ zf ′(z) ∈ SP (۴١ . ٩)

و [۴٠] گودمن است. منفͬ ͺپاس دارد؟ وجود UST و SP بین (۴١ . ٩) شبیه ای رابطه آیا اما
دادند نشان [٨۶] رونینگ

SP ⊈ UST , UST ⊈ SP

.f ∈ SP بنابراین ∣∣∣z f ′(z)
f(z)

− ١∣∣∣ < ١
٢ اگر همچنین

ما‐میندا ستاره گون ١۴ . ١
های رده زیر برخͬ کردن ی΄پارچه از های نمایش (١٩٩٢م.) میندا توسط مستقلا و ما
مثبت حقیقͬ جزء با تحلیلͬ تابعͬ ϕ گیریم یافتند. تابعیت اصل با را محدب و ستاره گون
به نسبت ستاره گون ای ناحیه به را D ،ϕ و شده نرمال ϕ′(٠) > ٠ ،ϕ(٠) = ١ شرایط با و بوده
محدب و ستاره گون توابع از را ها رده زیر این آنها بنگارد. طولها محور به نسبت متقارن و ١

نمودند. معرفͬ
S∗(ϕ) =

{
f ∈ A : z

f ′(z)

f(z)
≺ ϕ(z), z ∈ D

}
ما‐میندا١١١ دب و ما‐میندا١١٠ ستاره گون ترتیب به را اند رده این در که توابعͬ ادبیات، در

خوانند.

میانگین عمل·رهای ١۵ . ١
مفهوم [۶٢] موکانو١١٣ و میلر باشد. C در E مجموعه دب١١٢ پوش co(E) ب·یرید فرض
میانگ عملگر که ش΄ل بدین نمودند. تعریف را K ⊂ H(D) مجموعه روی ١١۴میانگ عملگر

و کرده صدق I[f ](٠) = f(٠) در که است I : K → H عمل·ر ی
I[f ](D) ⊂ co

(
f(D)

) (۵١ . ٠)
١١٠Ma-Minda starlike
١١١Ma-Minda convex
١١٢Convex hull
١١٣Mocanu
١١۴Averaging operator
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است: چنین میانگ عملگر برای کافͬ و لازم شرط ی باشد. درست f ∈ K تمام برای

تمام بازای I : K → H میانگ عملگر کنید فرض و K ⊂ H گیریم (٢ لم ،[۶٢]) .١ . ١۵ . ١ لم
باشد میانگ عملگر K روی I برای کافͬ و لازم شرط نماید. صدق I[f ](٠) = f(٠) در f ∈ K

آنستکه
(f ∈ K, h باشد محدب و f ≺ h) ⇐⇒ I[f ] ≺ h. (۵١ . ١)

داند: ارائه را زیر مثال فوق نویسنگان همچنین
Iγ [f ](z) =

γ

zγ

∫ z

٠ f(t)tγ−١dt (۵١ . ٢)
ش΄ل به را (۵١ . ٢) از تعمیمͬ آنها .Re γ > ٠ برای است H روی میانگ عملگر ی که

Iβ,γ [f ](z) =
[ γ
zγ

∫ z

٠ fβ(t)tγ−١dt
] ١

β (۵١ . ٣)
مجموعه روی میانگ عملگر عمل·رها، این که دادند نشان و [۶٣] دادند ارائه Re γ > ٠ برای

باشند. مͬ H از خاصͬ های

پیچش ١۶ . ١
جانبی ابزاری بعنوان و گرفت انجام بیستم قرن اواسط در تحلیلͬ توابع روی پیچش ی مطالعه
کردند ثابت شیل‐اسمال و ویه روشه ١٩٧٣ در رفت. ب΄ار ارز تک توابع ی رده بررسͬ جهت
تابع ی خود محدب)، به نزدی ترتیب (به محدب تابع ی با محدب تابع ی پیچش که
محدب، به نزدی تابع با ستاره گون تابع پیچش و است محدب) به نزدی ترتیب (به محدب
و F ∈ K ،f ∈ K فرض با که نمودند ثابت را مهم نتیجه این بعلاوه شد خواهد ستاره گون
ی همه G′

F ′ اگر گیرد، مͬ D محدب ی دامنه در را مقادیرش همه f ∗ zG′

f ∗ zF ′ سپس ،G ∈ C

قابل شده، انجام همساز توابع روی پیچش زمینه در آنچه هرچند کند. اخذ D در را مقادیرش
شود. مͬ دیده کاملا قبلͬ مسائل به دادن کلیت در موجود خلاء لی΄ن است استفاده و توجه
های رده توابع روی پیچش اعمال پیچش، از استفاده با همساز توابع از قبلͬ های رده تعمیم
بشمار مسائل قبیل این از غیره و نزدی‐به‐محدب و محدب و ستاره گون نظیر مختلف
سال چند در مولفان برخͬ اخیر کارهای شود. مͬ دیده کاملا آنها در کلیت نبود که رود مͬ
این روی بیشتر کاوش و است موضوعات این از کوچ΄ͬ بخش تکامل دهنده نشان تنها اخیر،
به آنها تعمیم و فوق تعاریف از استفاده بود. خواهد بیشتر مطالعات و زمان نیازمند مباحث،
رساله این نهائͬ هدف باشد مͬ پیچش اثر در ها رده دی·ر توابع با آنها کنش حاصل که توابعͬ
است انجام حال در زمینه این در ها ویژگͬ برخͬ حصول و اولیه تعاریف هرچند بود. خواهد

بود. خواهد لازم زمان اندکͬ ها، یافته تایید و نتایج قطعͬ تحصیل تا لی΄ن



٢٧ پیچش
f(z) = z+

∑∞
n=٢ anzn توانͬ های سری با F (z) و f(z) تابع دو هادامار١١۵ ضرب یا پیچش

١١۶ کنیم مͬ تعریف زیر بش΄ل و داده نشان f ∗ F با را F (z) = z +
∑∞

n=٢Anz
n و

(f ∗ F )(z) = z +
∞∑

n=٢
anAnz

n, (۵۴ . ١)

k(z) =
z

(١ − z)٢ کوبه نگاشت و کرده عمل پیچش همانͬ عنوان به ℓ(z) =
z

١ − z
نگاشت

و f تحلیلͬ توابع روی پیچش خواص از برخͬ نماید. مͬ عمل توابع روی مشتق عمل بعنوان
است: چنین F

f ∗ F = F ∗ f

α(f ∗ F ) = αf ∗ F

f ∗ ℓ(z) = f

zf ∗ zF = z(f ∗ F )

f ∗ ١
α
(αz) =

١
α
f(αz)

f ∗ F = f ∗ F

f١ ∗ (f٢ ∗ f٣) = (f١ ∗ f٢) ∗ f٣
α(f ∗ F ) = αf ∗ F

zf ′(αz) = f ∗ z

(١ − αz)٢
١
α
f(αz) = f ∗ z

١ − αz

zf ′(z) = f ∗ k(z)

z(f ∗ F )′ = zf ′ ∗ F = f ∗ zF ′

f(αz)− f(βz)

α− β
= f ∗ z

(١ − αz)(١ − βz)

داریم: g حقیقͬ تابع برای همچنین ،α ∈ Ĉ که
Re (f ∗ g) = Re f ∗ g , Im(f ∗ g) = Imf ∗ g

ابزاری ش΄ل به و شده تلقͬ مهم عمل این اند تحلیلͬ F (z) و f(z) توابع که حالتͬ در
تابع و محدب ستاره گون، های رده است. شده گرفته ب΄ار ارز تک توابع نظریه در مفید

١١۵Hadamard product
|z| < ρ < ١ برای که آمده آنجا از پیچش عبارت ١١۶

(f ∗ F )(z) = ١
٢πi

∫
|ζ|=ρ

f
(z
ζ

)
F (z)

dζ

ζ



ارز تک توابع ی رده ٢٨
پولیا١١٧ توسط موضوع این اند. بسته محدب توابع با پیچش عمل تحت دب به نزدیک
:[٩٢] گردید ثابت ١٩٧٣ در شیل‐ال١١٩ و ویه روشه بوسیله و شد زده حدس شوئنگ١١٨ و

است. K در نیز f ∗ F آنگاه ،F ∈ K و f ∈ K اگر (الف)
است. C در هم f ∗ F آنگاه ،F ∈ C و f ∈ K اگر (ب)

همه f ∗ zG′

f ∗ zF ′ آنگاه ب·یرد D از را مقادیرش همه G′

F ′ اگر سپس G ∈ C و F ∈ K ،f ∈ K اگر (ج)
گرفت. خواهد D محدب دامنه در را مقادیرش

بعلاوه
گیرد. مͬ قرار S∗ در هم f ∗ F آنگاه F ∈ S∗ و f ∈ C اگر (د)

|an| ≤ ١ سپس f ∈ C اگر و f ∈ C آنگاه
∞∑

n=٢
n٢|an| ≤ ١ اگر

|an| ≤ n سپس f ∈ S∗ اگر و f ∈ S∗ آنگاه
∞∑

n=٢
n|an| ≤ ١ اگر

|an| ≤ n سپس f ∈ S∗ اگر و f ∈ S∗(α) آنگاه
∞∑

n=٢
n− α

١ − α
|an| ≤ ١ اگر

f ∈ K آنگاه
∞∑

n=٢
n٢|an| ≤ ١ اگر

f(٠) = و تحلیلͬ D در F (z) و f(z) کنید فرض ([٩٢] شیل‐ال و ویه روشه ) .١ . ١۶ . ١ لم
D در که p(z) تابع هر برای آنگاه باشد، ستاره گون F بوده محدب f اگر باشد. F (٠) = ٠

داریم: است Re p(z) > ٠ است تحلیلͬ
Re

(f ∗ pF )(z)
(f ∗ F )(z)

> ٠ , z ∈ D

باز ی مسئله خیر یا است بسته محدب توابع با پیچش تحت UST ی رده آیا اینکه تعیین
باشد. مͬ

از عبارتست V∗ دوگان١٢٠ موعه ،V ⊂ A مفروض زیرمجموعه برای .١ . ١۶ . ١ تعریف
V∗ =

{
g ∈ A :

f ∗ g(z)
z

̸= ٠, ∀f ∈ V, ∀z ∈ D
}

دوگان های مجموعه ،UCV و UST های ی رده برای که کرد ثابت (١٩٩٧) نژمدیتنف
رده دوگان موعه که ص۴٣) ٢ قضیه ،[۶٨]) داد نشان و دارند وجود A در توابع از معینͬ

که است h : D → C توابع شامل و A زیرمجموعه UST ی
h(z) =

z
(١ − w+iα١+iα

z
)

(١ − wz)(١ − z)٢
١١٧Pólya
١١٨Schoenberg
١١٩Shiel-Small
١٢٠Dual set



٢٩ پیچش
بسط n‐ام ضریب برای را |an(h)| ≤ dn ی΄نواخت برآورد وی .|w| = ١ و w ∈ C ،α ∈ R که
که آورد بدست d =

√
M ≈ ١٫٢۵۵٧ دقیق ثابت با UST دوگان موعه در h تیلور سری

کرد ثابت او این از استفاده با است. (۵۵ . ١) مثلثاتͬ عبارت ماکزیمال مقدار M ≈ ١٫۵٧٧٠
∞∑

n=٢
n|an| ≤

١√
M

=⇒ f ∈ UST

است. دقیق ١√
M

کران

گیریم [۶٨] .١ . ٢۶ . ١ لم
G٠ =

{
g ∈ A : g(z) =

z

(١ − z)٢
[١ − iα

١ + iα
z
]
, α ∈ R

}
.g ∈ G٢ هر برای |an| ≤ n(٢n− ١) و S∗ = G∗٠ آنگاه

:[۶٨] آورد بدست را UCV و UST های رده دوگان موعه نژمدیتنف

کنید فرض .١ . ٣۶ . ١ لم
G١ =

{
g ∈ A : g(z) =

z

(١ − z)٢
[١ − (t+ iα)

١ + iα
z
][ ١

١ − tz

]
, α ∈ R, |t| = ١}

d =
√
M = ١٫٢۵۵٧ . . . دقیق ثابت با n ≥ ٢ همه برای cn = sup

g∈G١
|an| ≤ dn و UST = G∗١ آنگاه

عبارت ماکزیمم M = S(θ٠) = ١٫۵٧٧٠ . . . که

S(θ) =
١
٢
[١ +

(
sin θ

θ

)٢
+

√(١ +

(
sin θ

θ

)٢ )٢
−
(
sin٢θ
θ

)٢] (۵۵ . ١)

معادله ی΄تای جواب θ٠ = ٠٫٩٩۵٨ . . . اکستریمال نقطه اینجا از است. ٠ ≤ θ ≤ π روی

θ٣(cos θ + cos٣θ)− θ٢ sin٣θ + sin٣ θ = ٠ (۵۶ . ١)

است. ٠٫٨ ≤ θ ≤ ١٫٣ خط پاره روی
|an| ≤ n(٢n − ١) که داد نشان و یافت را UCV ی رده دوگان موعه (١٩٩٧) نژمدیتنف

شود: مͬ محسوب دوگان توابع تیلور بسط n‐امین برای ب΄نواختͬ برآورد

کنید فرض [۶٨] .۴ . ١۶ . ١ لم
G٢ =

{
g ∈ A : g(z) =

z

(١ − z)٣
[١ − z − ۴z

(α+ i)٢
]
, α ∈ R

}
.g ∈ G٢ تمام برای |an| ≤ n(٢n− ١) و UCV = G∗٢ آنگاه



ارز تک توابع ی رده ٣٠

ستاره گون پیش توابع ١ . ١٧
اگر نامیم (α ⩽ ١ (با α مرتبه از ستاره گون١٢١ پیش را f(z) ∈ H(D) تابع .١ . ١٧ . ١ تعریف

z

(١ − z)٢−٢α ∗ f(z) ∈ S∗(α)

.Re
f(z)

z
>

١
٢ ،α = ١ برای و

.R ١٢
= S∗(

١
٢) و R٠ = K داریم شود. مͬ نموده Rα با توابعͬ چنین مجموعه

کنیم مͬ تعریف f(z) ∈ H(Ω∗) و Ω∗ = C − [١,∞) گیریم
(Dβf)(z) =

z

(١ − z)β
∗ f(z)

Dn+١f = داریم β = n ∈ N بازای و (D٢f)(z) = zf ′(z) ،(D١f)(z) = f(z) .β ⩾ ٠ برای
. ١
n!
z(zn−١f)(n)

به نسبت p(D) که باشد p′(٠) > ٠ شرط با D در p ∈ P و α ⩽ ١ کنید فرض .١ . ١٧ . ٢ تعریف
توابع تمام شامل Ru

α(p) ی رده آنگاه است. متقارن نیز طولها محور به نسبت و ستاره گون ١
کند: مͬ صدق زیر شرط در f(z) ∈ H(Ω∗) تحلیلͬ

D٢−٣αf
D٢−٢αf ≺ p

مشتق نمایش·ر f ∗ g سپس ،m = ٠, ١,٢,٣, · · · بازای g(z) = z +

∞∑
n=٢

nmzn فرض با

.f(z) = z +
∞∑

n=٢
anz

n که است f سالاگان١٢٢

در p(z) = ١ + c١z + c٢z٢ + · · · تابع اگر ([٨۴] دی·ران. و چاندران١٢٣ (راوی .١ . ١٧ . ١ لم
برای تساوی .|c٢ − ϵc٢١ | ⩽ ٢max{١, |٢ϵ − ١|} آنگاه باشد Re p(z) > ٠ و بوده تحلیلͬ D

است. دقیق p(z) = ١ + z

١ − z

گیریم .١ . ١٧ . ١ ملاحظه
f(z) =

∞∑
n=٠

anz
n =

∫ ١
٠

dµ(t)

١ − tz

است. [٠, ١] روی احتمالاتͬ اندازه µ(t) و an =

∫ ١
٠ tndµ(t) که

١٢١Prestarlike Function
١٢٢Sǎlǎgean derivative
١٢٣Ravichandran



٣١ ستاره گون پیش توابع
مشتق باشد. تحلیلͬ مبداء شامل ساده همبند ناحیه ی در f کنید فرض .١ . ١٧ . ٣ تعریف

بصورت را λ مرتبه از f کسری
Dλ

z f(z) :=
١

Γ(١ − λ)

d

dz

∫ z

٠
f(ζ)

(z − ζ)λ
(٠ < λ < ١)

است، حقیقͬ z− ζ > ٠ برای log(z− ζ) که نیاز این با (z− ζ)λ چندگانگͬ که کنیم مͬ تعریف
شود. مͬ حذف

و اووا دارد. وجود کسری انتگرال و کسری مشتق از ای شده شناخته توسیع تعریف این با
λ ̸= ٢,٣,۴, · · · مثبت حقیقͬ اعداد و λ برای را Ωλ := H(D) → H(D) عمل·ر اسریواستاوا١٢۴

بصورت
(Ωλf)(z) = Γ(٢ − λ)zλDλ

z f(z)

.[٩۴] شوند مͬ تعریف مختلط مرتبه از ستاره گون پیش توابع اینجا در کردند. تعریف
شرط با D در p ∈ P کنید فرض باشد. مختلط عددی b ̸= ٠ و α ⩽ ١ گیریم .۴ . ١ . ١٧ تعریف
سپس باشد. متقارن طولها محور به نسبت و ستاره گون ١ به نسبت p(D) که بوده p′(٠) > ٠
کنند مͬ صدق زیر شرط در که است f(z) ∈ H(Ω∗) تحلیلͬ توابع تمام شامل Ru

α,b(p) ی رده

١ +
١
b

(D٢−٣αf
D٢−٢αf − ١) ≺ p

١٢۴Srivastava
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